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Fine Familie positiver linearer Spline-Approximationsoperatoren bzgl. dqui-
distanter Partitionen wird untersucht, die unter Verwendung lokaler Integrale
konstruiert werden. Die Optimalitiat dieser Operatoren innerhalb einer gréBeren
Klasse dhnlich definierter Abbildungen wird gezeigt, variationsvermindernde
Eigenschaften werden hergeleitet und die Approximationsfehler sowie deren
Ableitungen werden in Abhingigkeit von Stetigkeitsmoduln bzw. von héheren
Ableitungen in der Ceby3ev-Norm abgeschitzt. Unter hinreichenden Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen konvergiert das Approximationsverfahren von der
Ordnung O(#*)fiir alle in Frage kommenden Ableitungen, wobei / der Abstand der
Partitionspunkte sei.

1. EINLEITUNG

In seiner ersten Arbeit iiber Spline-Funktionen [6] fithrte Schoenberg auf
der Menge der Funktionen f:R — R die positiven linearen Operatoren
%, , neN, durch

gnf(\') = Z f(’) ' Bn(x - I)a X € R»
ieZ

ein, wobei B, die B-Splines na-ten Grades bzgl. der Knoten {x; = —(n -+ 1)/
2-+jlj=0,.,n- 1} seien. Spiter verallgemeinerte Schoenberg die
Definition der Spline-Operatoren .%, auf nichtiquidistante Partitionen und
zeigte, daB sie Polynome ersten Grades reproduzieren und variations-
vermindernd sind [8]. Ahnliche Ergebnisse erhielten Karlin und Karon [2],
die die B-Splines durch Cebysev-Splines ersetzt haben. Schoenberg [8],
Karlin und Karon [2] sowie Marsden [3] verwandien die Operatoren auch
zur Approximation stetiger Funktionen und gaben entsprechende Fehlerab-
schitzungen an.

Im vorliegenden Artike! wollen wir uns mit &hnlichen, auf der Menge
L1,(R) der lokal integrierbaren Funktionen durch

161

0021-9045/80/020161-23$02.00/0

Copyright © 1980 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.



162 WOLFGANG A. HALANG

st 20k

. |
Ln,hf (-\A) - Z ’/’ i .

. RY .
ezt G v flayde- B, (/1 o 1) ) velk
definierten Spline-Operatoren L, , . ne N und 4 > 0, beschiftigen. Verall-
gemeinerungen dieser Operatoren auf nichtdquidistante Partitionen zur
L»-Approximation wurden bereits von Miiller [5] untersucht.

Wir werden zeigen, dal3 die Operatoren L, ; ebenfalls positiv, linear und
variationsvermindernd sind und Polynome ersten Grades reproduzieren.
Daraus folgt nach Schoenberg [7], daB3 die Abbildungen L, ;, auch die totale
Variation vermindern. Fiir diese Eigenschaft werden wir jedoch einen
direkten Beweis angeben, der nur auf den speziellen Eigenschaften der B-
Splines beruht. Der Approximationsfehler in der CebySev-Norm bei Anwen-
dung der Operatoren L, , auf stetige und differenzierbare Funktionen wird
in Abhéngigkeit von /1 und von Stetigkeitsmoduln bzw. héheren Ableitungen
angegeben. Anhand scharfer Abschitzungen der stetigen Ableitungen des
Approximationsfehlers kann unter hinreichenden Differenzierbarkeits-
voraussetzungen gezeigt werden, dall das Verfahren fiir aile entsprechenden
Ableitungen jeweils von der Ordnung O(/?) konvergiert. Innerhalb einer
eroBeren Klasse positiver linearer Spline-Operatoren, die ebenfalls mit Hilfe
Jokaler Integrale definiert werden, zeichnen sich die Abbildungen L, ;, durch
das beste Approximationsverhalten aus.

Als Anwendungsbeispiel sei hier die angendherte Darstellung empirischer
Zeitfunktionen genannt, wobei sich die Operatoren L, ; auf Grund ihrer
Positivitiat und ihrer variationsvermindernden Eigenschaften bewahrt haben.
Die lokalen Integrale lassen sich direkt messen und sind relativ unempfindlich
gegeniiber Rauscheinfliisssen, wodurch wesentlich weniger Daten zur Funk-
tionsdarstellung als mit Hilfe von Funktionswerten erforderlich sind. In
diesem Zusammenhang ist weiterhin von Bedeutung, da} alle Daten bei der
Konstruktion der Spline-Funktionen gleiches Gewicht haben und ihr
EinfluB, und damit auch der von MeBfehlern, nur lokal ist. Da im Gegensatz
zur Interpolation und zur L2-Approximation keine Gleichungssysteme geldst
werden miissen, eignet sich das Verfahren insbesondere, wenn sehr viele
Daten gegeben sind. SchlieBlich sind wegen der verwendeten B-Spline-
Darstellung zur Berechnung von Funktions- und Ableitungswerten jeweils
nur wenige Terme zu beriicksichtigen.

Bei der Durchfithrung der Fehlerabschiitzungen in der Cebysev-Norm
werden wir jeweils nur abgeschlossene Intervalle 7/ C R betrachten. Da die
Operatoren L, , aber auf L1,.(R) definiert sind, setzen wir zur Konstruktion
von L, ,f fiir eine Funktion f: C/(I) — R, j € N, diese in den Randpunkten
von [ durch die Taylorpolynome j-ten Grades fort, woraus | Dif",
sup,.g | f7(x)! folgt.
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2. DEFINITION UND GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN
DER SPLINE-OPERATOREN

Sei n e N und B,, der normalisierte B-Spline n-ten Grades bzgl. der Knoten
{—(n—-12+i;i=0,.,n-+ 1}. Dann gilt [6, 8]
(i) B,eC*Y(R),
(i) B,(x) = 0 fur alle x e R,
(]”) supp Bn = [—(I’I - 1)/2a (’7 f ])/2]’
(iv) B, ist eine gerade Funktion,
(V) IR Bn(x) dx =1,
(Vi) ez Bu(x — i) = 1 fiir alle x e R,
(vil) {B,(- — i) ieZ} ist eine Basis des Raumes der Splines n-ten
Grades auf R bzgl. der Partition Z —+ { fiir gerade n bzw. Z fiir ungerade n.
Weiterhin seten 4 >> 0 und die Partition 7 :={(/ + 1) - A|ieZ} von R
gegeben. Wir verwenden durch benachbarte Knoten aus = begrenzte lokale
Integrale zur Einfithrung der folgenden Familie von Spline-Operatoren.

DerinirioN.  Die  Abbildungen L, , 1 Ligo(R) — C*(R) werden fiir
neN und & > 0 definiert durch

Ali4172)h

SC) - (LX) 1= % % Y

i€ Y(i-1:2)h

f(r)dr - B, (ji]_,) xeR (21)

Aus den Eigenschaften der Integration und den oben zitierten Aussagen (i)—
(iii) folgt nun unmittelbar das

Lemma 1. Seien ne N und 4 > 0. Dann gilt
(i) L, : Ll o(R) — C*{R) ist wohldefiniert,

(i) L, ist linear, und
(i) L, ist positiv. |

Zur Untersuchung der Konvergenz der Operatoren L, , : C(R) — C(R)
fiir festes n > 2 und /» — 0 mit Hilfe des Satzes von Korovkin berechnen wir
jetzt die Darstellungen der Monome =, 7, und =, bzgl. der Basen {B,
(:/h —DjieZ, h >0} der Spline-Rdume n-ten Grades. Dazu wenden wir
auf die Monome den in [1] behandelten Quasi-Interpolations-Projektor Q
an:

(Quaf M) = L Af) - By (- —i),  xeR, (22)

ieZ
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mit
Nfo Mg f o= Z( Yy - £ () (2.3)
und -
BonlX) o /:,/[[1 [(i~i—§—!~ —k)hex]o veRr Q4
SOWIC
re (i) a (i ML) ) beliebie, sz ()

Fiir unsere Berechnungen wahlen wir 7, := 7 1, i€ 7. Da alle Ableitungen
von 7, verschwinden und i;,, ein Polynom s-ten Grades in x mit dem Hochst-
koeffizienten (—1)?/n! ist, erhalten wir sofort Aqwy = 1, ieZ. Die ent-
sprechenden B-Spline-Koeffizienten von w, ergeben sich zu Am, =i-#h,
i €Z, da bis auf die erste alle Ableitungen von 7y und a/f‘”‘“(ih) verschwinden:

aus i V(%) = (1) x = (=D Yn) - S (0 (n = 1)j2 = k) - h folgt
namlich
(/) I O DU . (;7[- o l% 1 3 117 o n(n 21 l)_) 0

Zur Bestimmung von A,m, milssen wir wegen des Verschwindens der hoheren
Ableitungen nur noch {%~(ik) berechnen, wobei wir die fiir m = | beliebige
reelle Zahlen {a, ,..., a,,} leicht zu verifizierende Beziehung

T

i aa, = 7((% a,‘) — /Z a,fj) (2.6)

/[1 S

verwenden werden. Der Wurzelsatz von Vieta liefert uns die Darstellung

(— D {n! i -1

Jir-D(x) = RS {~—2'— cxt—(n— D! /}:1 (1 — —#2‘——— : k) “hx
DI I PR SNRAY P o B A
(n ) ]2 ) ( 3 )(1 5 ) 1

Wir wenden nun obige Beziehung an und erhalten fiir x -7 - /4

)
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o (___ l )nal .

Mit diesem Ergebnis erhalten wir schlieBlich

i wm i oy - LR AT
Ay = (— 127+ i2h2 L (—1yn-2+n s (l > ) I,
iel,

und koénnen den folgenden Satz beweisen.

Satz 1. Seienn =2, h > 0 und I C R ein kompaktes Intervall. Dann gilt

() Lym=m;, i=0,1,
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(i) Lygms o amy o (= 212 W -7y
(i) L,/ konvergiert gegen [ fiir f€ C(I) und h — 0.
Beweis. ad (i). Sei /e Z. Wegen
1 plit1/2) 0
a -'u.,,;.z).h ldt = 1 = Ay

und

(i-+1/2)- 0 /2 L ]~2 ‘. 2 .

folgt die Behauptung.

ad (i1). Fir den Koethzienten des B-Splines B,(*/h — i), i€ Z, in der
Darstellung von L, ;m, gilt

] Ald o 172) 0 ” /3 1.3 ] 3 R - } ]
il g g ) )

== (i2 — —;—-—) 4o 2. Aty o I niz .

ad (iii). Auf Grund von (i) und (i) gilt die Behauptung nach dem Satz
von Korovkin. ||

KOROLLAR. Der Operator L, ;. C(Iy— C(I), n = 2 und h > 0, ist stetig
und hat die Norm 1.

Beweis.  Aus L, ,m, = 7, und aus der Positivitit von L, , folgt

i e i — ! —
Ln,h ‘ o T ‘ Ln,h’”(J w}m,l == Ty :}PL.I — ] I

3. OPTIMALITAT DER OPERATOREN L, ;

Wir wollen nun eine groBere, die Abbildungen L, ;, umfassende, Klasse
linearer Operatoren einflihren, die mehrere benachbarte lokale Integrale
bzgl. der Partition 7 zur Konstruktion der B-Spline-Koeffizienten verwenden.
Es soll untersucht werden, ob sich das Approximationsverhalten verglichen
mit dem der Operatoren L, , durch Hinzuziehung weiterer Daten verbessern
1aBt.

Seien me N, a = (aqy ,.... a,,) € R"1 und

1 ((i—Ql/2)-h
o JG 1y

LA} = f(yde, i€z, h:-0und fe Lio(R).
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Damit definieren wir die Funktionale
Foaalf):=ao L)+ 3 a5 (Tl ) + Lis ) (3.1)
=1
und fiir n == 2 die linearen Abbildungen

(Moan )0 = Y Fraaf) Ba (5= 1) xR felu@®. (32)

i€Z

Aus Symmetriegriinden wurde eine ungerade Anzahl lokaler Integrale
ausgewihlt, deren Integrationsintervalle symmetrisch zu /-heR ange-
ordnet sind und die entsprechend gewichtet werden. Die so definierten
Operatoren M, , , sind wohldefiniert. Schranken wir die Wahl von a gemif

0<ag<1,0<ag; <4, j=1.,mundg,+2-Y a=1 (3.3)

=

ein, so sind die M, ,, ebenfalls positiv und reproduzieren die Monome =,
und 7, , denn

Fialmg) = ag + 2 2 a; =1
j=1
und

Fi o)
o6

Focller e ey

N -

.§a0'2i+Zaj‘4ig:i‘h, iel.

( j=1 J

Satz 2. Seien n =2 und h > 0. Von allen positiven linearen Operatoren
M, o, mit ay + 2 - Y51 a; =1 wird das Monom m, durch L, 7, am besten
approximiert.

Beweis.  Wir berechnen mit Hilfe der Beziehung I, ;(7,) = A2 - (k2 4 &%),
k €7, die Koeffizienten

; o, | < L o, 1
Fion(my) =R gao ‘ (" + Tj) + Y a- ((’ + P+ I () 1_2)\

j=1
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s
=
]
|

(]
SagE
e~
i
=

Daraus ergibt sich fiir i € Z, n = 2 und alle kompakten Intervalle 7 C R

Hi

2 19 1 . o 1 -+ l
Fi,u,/L(W‘Z) - /\;:772 = h? - (l' - 13 2 Z‘]J' a; — 1T i )

n T 2 ' in .

i Mn,,a,h,ﬂ'f_) — Ty 11@] . (34)
Da alle a;, j = 1,..., m, als nichtnegativ vorausgesetzt sind, nimmt diese
Norm ihr Minimum genau fiir ¢y = - =4, =0, dh. fir M,, ,, =L, ,,
an. ||

In Abschnitt 5 werden wir sehen, daf} die Approximationsgiite bzgl. 7, ent-
scheidend ist fiir das Approximationsverhalten bzgl. beliebiger stetiger
Funktionen. Nach Satz 2 kénnen wir daher feststellen, daB die L, , unter den
Operatoren des Typs M, ., die besten Approximationseigenschaften
besitzen.

4, VARIATIONSVERMINDERNDE EIGENSCHAFTEN

In diesem Abschnitt werden wir uns mit zwei Eigenschaften der Operatoren
L, beschiftigen, die insbesondere bei der Darstellung empirischer Funk-
tionen von Bedeutung sind. Es sind dies die Variationsverminderung und die
Reduktion der totalen Variation, die die glittende Wirkung der betrachteten
Operatoren bei Anwendung auf mit Rauschen iiberlagerte experimentelle
Funktionen zum Ausdruck bringen,

Satz 3. Die Operatoren L, ;: C(R) — C*YR),ne N und & >0, sind
variationsvermindernd.

Beweis. Sei fe C(R), dann ist zu zeigen, daB die Anzahl S-[f, R] der
Vorzeichenwechsel der Funktion f bzgl. ihres Definitionsbereiches R nicht
kleiner ist als S—[L,;f, R]l. Entsprechend sei S—({c;};.cz) die Anzahl der
Vorzeichenwechsel zwischen den benachbarten Gliedern einer Folge und
L(f) = (1]R) - JEFLB 2 £(fy dt, i e Z. Nach dem Satz von Rolle existiert

(i—1/2)+%
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fiir alle ieZ ein &e((i — ) - h G+ 3 -h) mit I,(f) =f(&). Wegen
Losf = Ziez Ioa(f) - By(:[h — i) gilt nun [2]:
STILp /s RY < ST(L ()} i)
=SUfENEc( =D h(+ D M)
=S({f(6)] &y < & < Eiiaticd)
<sup ST({f() 7oy <7 < Tiabied)

= S—[f. R] per definitionem,

wobei das Supremum iiber alle Partitionen 7 von R zu bilden ist. ||

Zum Beweis des nichsten Satzes und der Fehlerabschidtzungen in Abschnitt
S benétigen wir die folgende Beziehung.

LemMA 2 (Schoenberg [6]). Seien{a;};cz CR,neN, b > 0und0 <j<n.
Dann lassen sich die Ableitungen der Spline-Funktion

s(x) =Y a,- By (-}‘; _ i) . xeR, (4.1)

ieZ
darstelien als

X .

Dis(x) = h=7 - Via; - B, ; (7 —

J
+ L, xeR, 4.2)
€2 2 )
wobei Vi der absteigende Differenzenoperator j-ter Ordnung sei.

Wir betrachten nun L, ; als Abbildung von Cla, b] nach Cla, b] mit einem
kompakten Intervall [a, b)] C R. Zur Konstruktion von L, ,f setzen wir f
stetig auf ganz R fort:

::f(a)’ x <a,
f(0) :=f(x), xe|a, b], (4.3)
:=f(®), x >b,

und definieren L, ;.f := Ly n f lfas) -
SAatz 4. Seien n > 1, h > 0 und BV]a, b] der Raum reellwertiger Funk-
tionen beschrinkter Variation auf [a,b] C R. Fiir die Operatoren L, 4 :

Cla, 6] — C*{a, b] gilt dann

Vell)r L,.f< \Za’.’rf,fe Cla, b] n BV |a, b]. 4.49)
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Beweis. Da L, , [ fiir n = 1 (stiickweise) differenzierbar ist, gilt
b Y . b d B
Var Loaf = [ dlaaf0) = [ |G G0 d. 35)

Wir wenden nun die im Beweis von Satz 3 hergeleiteten Beziehungen 7, ,( f) ==
JE) Ee((G— 1) - h (i +3) h) und i eZ, sowie Lemma 2 an:

Var L. f :| (,,KZZII )+ Bu (g 1)
f’ - ﬁ%j(g) B, ( i) dt
Q(Hb ¥ (fE) — fE) ,%B (%*f*%)["’
<[ L@ JE g B (o )
SPANGEVCITS [ (i)
<2 | f(E) — FE)

nach den B-Spline-Eigenschaften (ii) und (v) und da auf Grund der Definition
von f fast alle in der Summe auftretenden Funktionswertdifferenzen ver-
schwinden. Mit

£, :=min{¢, e(a, b)| i} und & =max{{;e(a, b)icl)
folgt schlieBlich die Behauptung:
var L f < S A€ — fE)

i€l

1

= Y S — fED + (&) — f@] + | f(B) — f(£)

ikt 1

<Varf 1

A

5. FEHLERABSCHATZUNGEN

Zum Abschiul wollen wir das Approximationsverhalten der Operatoren
L, , fur #— 0 untersuchen. Dazu werden wir den Approximationsfehler
L,/ — f und seine Ableitungen in der CebySev-Norm unter Verwendung
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hoherer Ableitungen von f abschitzen. Zuvor jedoch soll mit Hilfe von
Satz 1(ii) der Approximationsfehler fiir den Fall abgeschitzt werden, daB3 nur
der Stetigkeitsmodul w(f, A) bzw. w(f’, k) bekannt ist.

Satz 5. Seien n =2, h >0, ICR ein kompaktes Intervall und L, , :
() — C*\(I),j = 0, 1, 2. Dann gelten :

@ N Lopf — oy < ((n 4 18)/12) - o(f, ) fiir f€ CU),

(i) | Loaf — fllead < (L ((n + 212V - ((n + 2)/12)7
x h-w(f’,h) fir fe CI) und

(i) N Lopf = fllog < (0 + D/12) - B - || D*fll 1 fibr f€ CXI).
Beweis. 1m folgenden werden wir den Wert des Ausdrucks
p(n, ) i= 1| Loy — x - o)L (5.1
bendtigen, wobei die Norm bzgl. x € I zu bilden ist. Wegen
Lowlmy — x 70 = L, (m® — 2x -1y -y + X2 )
= L, (my — 2x 11y + X2 - mp)

— . 2,
= Ly ymy — 2x - Ly -+ X2 - Ly g

n+2 T

=1y + 3 Remy —2x-m +x%-m,
ailt
Lollmy — x mgP)) =t 1 P2 e g e = L2 e (5

und

n=+2 )”2 h

o = ("

(5.3)

ad (i). Da{L,,: C(I)— C(I)} fur & — 0 eine Folge positiver linearer
Operatoren ist, die das Monom =, reproduzieren, gilt nach {4] fiir alle 4 > 0
die Abschitzung

I L — flleg <+ A72) - wo(f, A - uln, h)).

Wir wihlen A4 := ((n + 2)/12)7/2 und erhalten die Behauptung.
ad (ii). Firalle x, r € I gibt es ein ¢ € (x, ¢) mit

fFO—f0) == ')+ —x) (f (€ —f )

640/28/2-6
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Weiterhin gilt fiir 6 > 0:

LFE) (O = a(f. E~x)<alf, t—x)=aw(f, t-x -8
(8T — X)) w(fL ).

Unter Benutzung der Ungleichungen
1\ Ln.h(f)‘ :{ Ln.lr(i.fi) und Ln,h(.f' g) § (th(,‘Z) ) Ln,h(gz))l'hz
folgt nun fiir # > 0:

| Lo/ — J(X) ))<= f(%) - Ly nin(f — x)(x)]
+ Lua((t — x) - (f/(€) —f'(xNiNx)
Lt — x 1 F(E) — f(0)x)
L a(fL8) Lyl f — x 1t =074t — x)P)x)
< w(f',8) {[mo*(x) - Lunw(t — X2 ()]
+ 07 Ly ao(t — ) (%)}
= w(f', 8) - (uln, h) + ot pi(n, h)).

Mit 4 > 0 setzen wir 6 := A - u(n, h) und erhalten
[ Loaf — flleg (1= A7) -l h) - w(f', A - pln, h)),

woraus fiir 4 == ((n --- 2)/12)"1/2 die Behauptung folgt.
ad (iii). st fe C¥(I), so folgt aus w(f', 3) < ||f" |l..; ' 6 und aus der
letzten Ungleichung des Beweises von (ii) wegen 6 = A4 - u(n, #)

W Lonf = fllea << (A 4 1)y -p2n, B) - f7 s
Weil diese Abschatzung fiir alle 4 = 0 gilt, ist sie auch noch fiir die
kleinste untere Schranke dieser Werte, namlich 0, giiltig. ||

Im folgenden werden wir sehen, daf} die Fehlerabschiatzung in Satz S(iii)
noch um den Faktor 2 verbessert werden kann. Im Gegensatz zum obigen
Beweis miissen wir dabei jedoch intensiven Gebrauch von der expliziten
Darstellung der Operatoren L, , und den Eigenschaften von Splines bzgl.
dquidistanter Partitionen machen.

SATZ 6. Seienn = 1, h >0, ,;€{0,...n — 1}, I CR ein kompaktes Inter-
vall und L,, ,, : C*2() — C"-YI). Fiir fe C/3(1) gilt dann

VDAL f — e = K j) - B -1 D72,

mit K(n,j) = (n - 2)/24 fir jc{0,...n — 2} und K(n, n — 1) == (n -+ 3)i24.
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Diese Fehlerabschdtzung ist scharf, denn das Gleichheitszeichen gilt fiir
S=Q0/(+2) 7.

Beweis. Sei F eine Stammfunktion von f, d.h. F’ = f, dann konnen wir
die B-Spline-K oeffizienten von

(Lo ) = 3, Ll /) - B (5 — i), xe 1,

i€eZ

darstellen als

= [ s = 38 = (=)
- VIF,

Fivae s ieZ, (5.4)

b[-— \I

wobei V1F; ,,, die erste riickwértsgenommene Differenz der Funktion F
bzgl. der Partition 7 und des Punktes (i + }) - # bezeichne. Wir wenden nun
Lemma 2 an und erhalten

‘%,' (Loaf¥x) =h"7- Z Vil f) - Boss (—);7 — i+ %)

ieZ
_ Zz B0 NIVIE, L B, (% i %) (5.5)
— —U+1) . ViHlE, . N ;x_ — 9 L '
_iezzh HD QLR B""’(h 1+2),.\el.

Die Differenz V7'1F;,,,, wird aus den Werten der Funktion F an den Parti-
tionspunkten {(k +3)-h|k =i—j—1,.,i} gebildet. Wegen 1 -{(i —
J—V+D -h+ G+ b =(G—j2) hist der Mittelpunkt «; := (i —
Ji2) -h von supp B,_j(-/h — (i — j/2)) auch Mittelpunkt des Intervalls
[i—j—3 h G+ 3 k. Un die Koeffizienten A~910 - Vi1f, . durch
Werte der Ableitungen FY+Y = fU) auszudriicken, entwickeln wir F in eine
Taylorreihe um «;:

J+2 F(k’(oc,:) ) . 1 i . i )
Fx) = go AR v [ (x — 1) - Fosa)(p) dr, x € I,

(5.6)
Wir beweisen nun eine Zwischenbehauptung, die die Wirkung des Differen-
zenoperators V/*1 auf den polynomialen Anteil obiger Summe beschreibt:

Sei meN und {1, =t,+1-4{4>0,/=0,.,m~+— 1} eine Menge
dquidistanter Punkte. Fiir jedes p € I1,, ., gilt dann

Dp (10 + 5 - 4) = A= - Vp, (5.7)
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Wir kénnen p als Newton’sches Interpolationspolynom bzgl. obiger Knoten
darstellen:

mil

p(t) = plty) + VP ﬁ (r—1), teR
#‘ .Au 4

w1 * 70

Aus
d™ Avi2 p Vi p m
= Mmoo — Y P 41—t
arm p(1) = A m CESNEY G [(m 4 D)t —m Z{) Iz], teR
und

m m ki

Y=Y g+ 1A= (m+)-tg+4-Y 1
(=0

-0 10

=(m - 1)y t,+4-

m(m + 1)
2
folgt wegen

m

[(171 +DVr—m Y g

1=0 Jt:tn*(m@)'d

=(m-+ D!ty +(m— D! n 4 —(m+ -y

—(m— 1! "L’ 4-0

unsere Zwischenbehauptung.
Damit erhalten wir bei Anwendung von V/ ! auf F fiir / € Z die Beziehung

) h- i1 1 |
~(i1) . i+l — FU- 1, . tl=h o -
h VIHLE, e = FU" (&) o +2)' ]zdu( 1) ( . )
A= j A1 /2) A i
< | (1= — k=) h—=1)yi2- FO3(1) d.
(5.8)

Nach Einfithrung der Faktoren ¢, : =sign((/ —j — k — %) -/ — «;) und
von charakteristischen Funktionen fir Intervalle formen wir die oben auf-
tretende Summe wie folgt um:

JFL

(i -j~h=1/2)-h
Z( 1y i (/+ ‘) [ TG k= Yy h -0y FU() dn

J41

G1/2)-k _ 4

. J

. ! )y iR e, — - k-1 h—t)y+2

(NSNS RIS (el R R SR e
X6 j;—k71'2)~h.xi](7‘)£ - FUTI(t) dr

AlE+172) R
= | D(r) - f142(1) dr. (5.9)

C(i—j—1:2)-h
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Im folgenden bendtigen wir zwei Eigenschaften der so definierten Funktion
@, und zwar

(i) D ist gerade bzgl. t = «; und
(i) P@)=0furte[(i—j—3 h @+ D A,
die nun bewiesen werden sollen.
ad (i): Farte[i—j— %) h, o] gilt
LG+1) /2] :
. 1 .. ;
o=y ——tpat (I =t k= o
k=0
X X—irt—-1/2) 1 d(E)-
Wir setzen ¢ =20; —7=h-(2i —j) — 7 mit 7€ [o;, ({ + 1) - h]. Wegen
(i—j+k—Hh—t=tk—i—HDht+tr=-D(—k+DH h-—-17
und
X[(i41+k~1/2)-h,m,~](t) =1l<w(-j+k-9 h<Q@i-j) h-7

<G-jf2)h=
ikt D << D h =k D h =T > (

i-jj2)-h <=
X[ai.(i+1/2~k)-h](7) =1

erhalten wir schlieBlich

LG+1) /2] :
o= 3 0 (T )=kt n— e

X Xlap, (i-k+1/2)-20(7) = D(7).
ad (ii): Wir formen die Darstellung von @ fiir t e [(i — j — 1) - A, o;] um:
1G+1) /2]

o0)=— 3 (ot () k= ph— iy

k=0

X X[(i~j+k‘1/2)~h.mi](t)

1G+1) /2]

; i 41 . . .
=y () = G- k=
k=0
LG+1) 72)] .
1 . ;
D G N (A R (R (R R S e
k=0
Daraus ergeben sich
L+1) 12l

o0=G+2- 3 (T e—G—jtr—p-apn

k=0



176 WOLFGANG A. HALANG

und
LG )2l ci o i
DU (DG D ‘i S ') : (t—(i——jJrkf%) +h)

Ie==Q)

(2! B, (Lh )0 furce((i—j— i) h, oc] .

Wegen &U((i — j — %) - h) = 0,/ =0, I, 2, gilt die Behauptung (ii).
Aus der Eigenschaft (ii) folgt nun sofort

(i+1/2)-

L D(t) dt = { (1) dt. (5.10)

SG—i=172) -k

[-(i+1/2)-h

(i—j—1/2)-h

Fiir den Wert des letzten Integrals 1aBt sich zwar ein geschlossener Ausdruck
angeben, jedoch koénnen wir diesen wesentlich vereinfachen, wenn wir

(i~1/2) R )
f D(1) dt

(i 1/2)h
(3-1/2)h di=2 [ite

D(t C e e (]t
o5 ama PO G T

R A TR SN PRRTRE IR I TE W M2
(2t ((.i + 3)!),-.1,/2

djfl t)'Hi '
T ) T

auf Grund der oben hergeleiteten Beziehung (5.8) schreiben und die auf-
tretende Differenz berechnen. Dazu beweisen wir die folgende Zwischen-
behauptung.
Set meN und {f, =1, 144 >0[-=-0,..,m+ 2} eine Menge
aquidistanter Punkte. Fiir jedes p € IT,, ., gilt dann
m

Dmp ([0 =N 7 ’ A) =4 - Vm[)m -

ﬂ, 2 . py(m-r2) ( ,,Bl.
5o 42 p (1 4 5 A). (5.11)

Bzgl. dieser Knoten laBt sich p als Newton'sches Interpolationspolynom
darstellen:

mt2 V“p u-1
pt) = plty) + Y, ,.Zu-ﬂ(tAr,), teR.

=1 e =0

Der Vieta’sche Wurzelsatz liefert

duz \‘;mp Vm{lp’ " ) m
i Py Y P Vot — ! -
yIg p(t) peey TIRUL 4 TR m+D-t—m- ) 1

{-=0

Tm2
Vm i p“l+2

IRCE IRV
B . 1 ni4 1 ml
'[(I” = 2! P —(m + 1) Z ot -+ m!- Z rA.-r,].

2 10 L 1=0
had
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Bereits oben wurde gezeigt, dafl die erste eckige Klammer fiir ¢ = ¢, 4
(m/2) - 4 verschwindet. Mit der Beziehung (2.6) erhalten wir wegen

m+1 m+l _—
Ztl:z(t0+[A):(’77+2)'[0+A.21
e =0 7=1
=+t LA (A 1)+ 2)
und
m-+1 m+1
YouE= Y (1t 24, 1+ 4213

=0 1=0
m+1 m+1

=(m+2) 2+ 241, Y [+ 42 Y 1P
{=1 =1
=(m 4+ 2) - 12 + dtm + D(m 4+ 2)
+ §A4%m + D(m + 2)2m + 3)

fiir die zweite eckige Klammer

- 2 ! A m+1 m+1
[( ; ) (- DI Y Gt mte Yt
= PRy {=tg+(m/2) -4
k<
(m 2!
B 2

. . omt
‘ (to + mdty + el 4 )

_((m+2)!.to+mz+1 ~A'(n7+2)!)-(10+'21-41)

!
+ n_;‘ : ((m + 20 - 1> + Alm + Dm + 2)* 1,
. %Az(m + 12 (m + 2)2)
m! 2
i ((m +2) -t + Ad(m + D(m + 2) 1,

ééﬁ(m + D)(m + 2)(2m + 3))

m!

=5 to? - [(m + D)Y(m + 2) — 2(m + 1)(m 4 2)
+ (m + 22 — (m + 2)]

+A~(m—;_—2£~to-[m——m—(m+l)+m+2—l]
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‘o N
+ 4 ('lz’Tzl < [Bm? — 6m(m + 1) + 3(m + D(m + 2)
— 2(2m + 3))
_ m T
~ % c(m -+ 2)! - 43

Aus

e+ 2 m-+2
ar Vs

dr7m+e p( ) = (ﬂ’l + 2)' . Amie * (l’)"l —+ 2)’

folgt nun die Zwischenbehauptung, womit wir fiir das Integral von @ den
Wert

(G+1/2)-h
f i @(t)dt:(jT‘ZZ)!-h”l- = +J*1 hzh_lalz
(i-3-1/2)-h 2
= ; ', ‘]»AL_IA . i+8
(j + 2)! % h (5.12)

erhalten. Nun kann der Approximationsfehler fiir x € J abgeschitzt werden:
& I )
7 ¢ nrfNX) — fO(x)

S b0 VIE, - B, (% —_ _{2,) — fU9(x) ,

i€Z

Y FO) - Bay () — F0)

i€z

o4

h—+1 (-+1/2)-h P ' X — &
(] + 2)' gezz f(? —7-1/2)-k dsi(t) f " (t) dt Bﬂ.‘j ( h )

<5 By (S5) —ro) |
}; i;‘( 12))' . ez f(:l}lz/)z)nk qji(t)l dt - B,_; ( > ai) : Hf(HZ) Hoo.s
S0 5, (E52) o)

ot pomy,, xer

FEine obere Schranke des ersten Summanden dieses Ausdruckes liefert uns
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Satz 7. Seien m>=1,h >0 und {:={{;| s — i =h, i€l} eine
Partition von R. Fiir den durch

Fou: CYR) — C™I(R)
S NI B ()

i€z

definierten linearen Spline-Operator %, , gilt dann bzgl. des kompakten
Intervalls I C R die scharfe Fehlerabschdtzung

| Zan — fllog < Clm) - B - || D |l 1, f € CXD),

mit C(1) = tund C(m) = (m + 1)j24  firm = 2.

Beweis. (i) m = 1: Der Operator erzeugt den interpolierenden Polygon-
zug bzgl. der Partition {. Mithin liefert die Fehlerdarstellung der linearen
Lagrange-Interpolation die Behauptung. Da die Funktion 4w, konvex ist, liegt
kein Wert des Splines %, 3w, unterhalb von 3w, . Sei x €I, dann gibt es
genau ein i € Z mit x € [{;, {;,,). Aus der Zweipunkteformel

(L ptma)(x) — & i2 o %gzz'-l—l — '%liz __1 (L.
x _ Ct — Ci+1 __ gl — 2 (gz Jf— C'H»l)

folgt fiir die Differenzfunktion
8(x) = (LLadm)(x) — Fma(x) = § - (L + L) — L) + 302 — 32

Diese verschwindet in {; und {,, und nimmt ihr Extremum fiir

x = & + iy an:
8L + Livy)) = HEAL — LD + 38— MLE + 2800 + G
= %(Cz - Ci+1)2 - %hz,

d.h. die Fehlerabschitzung ist scharf.

(ii) m > 2: Die Monome #;,j =0, 1, 2, sind fiir m > 2 im Bildraum
von %, , enthalten. Nach den Vorbereitungen des Beweises von Satz 1 gilt

WjZZ(/\in)'Bm(._hgi),

ieZ
)\i7T0 = 1, Ai'rrl == Ci und Aiﬂ'z == Ci2 -

j=0,1,2, mit
m-+1
12

- k2, ieZ,

woraus folgt, daBl %, , die Monome =, und m, reproduziert. Seien nun
x, y € I. Dann gibt es ein &(y) € (x, y) derart, daf3

F =@+ (y—x+ 5 -fED) (¥ — X7
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gilt. Wir wenden den Operator %, , bet konstantem x bzgl. der Variablen »
auf fan und erhalten

(L Y)Y = f(x) v fx) - (p —x)

) —

und damit fiir y = x:

: z f”(g((;)) : (‘.:1 - -\‘)2

=y

b —

E(Zn,h.f_f)(x)] 5§ % ) gfﬂ "7.1 ' Z (glz - 2@1‘«\4 + -\-2) ) Bm (‘\‘ — éi’)

i€z h

| I / ‘ + Y
i 3 S Vel t ( Z (/\,-772 T mi l; - /l“)

ieZ

SPNES AR

m o | )
e Ch2 L | A
7 A PR L h £

Wegen D3*(im,) = m, ist diese Abschitzung scharf. |
Fortsetzung des Beweises von Satz 6.
Aus der letzten Abschitzung und Satz 7 folgt sofort die Fehlerungleichung

der Behauptung. Diese ist scharf, denn fiir f = (1/(j = 2)!) -7, und xel
gilt

d g l [
v (Lo Gy e gy )
I P X o— Qy | ‘_);j \l 2. X
Lt B (B et e Y B (P

ieZ

Sei f eine hinreichend oft differenzierbare Funktion. Wéhrend wir uns in
Satz 6 mit dem Approximationsverhalten der stetigen Ableitungen von
L, ;. f beschiiftigt haben, wollen wir nun abschlieBend die Konvergenz der nur
stiickweise stetigen Ableitungen D*(L, , /) gegen £ fiir h — O untersuchen.

Satz 8. Seien neN, h >0, I CR ein kompaktes Intervall und L, :
Cﬂ 1([) s C'nwl(]).
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Dann gilt fiir fe C* (1)

H Dn(thf”'f)“%I

< (é £ @-j_kz)y . !.("i)/zj(_l)k ) (ﬂ Z ]) ' (” ;_ L k)""‘*)

k=0

X b Dl

Beweis. Der erste Teil des Beweises von Satz 6 1468t sich mit j = n wort-
lich iibertragen. Wir entwickeln wieder F, eine Stammfunktion von £ in eine
Taylorreihe um «, , i € Z, jedoch diesmal nur bis zum Gradej + 1 =n + 1:

Fo - £

k=0

1
CESNE

(x — o) + [ “(x— ) Fos(h) dr, x e I

(5.13)

Wegen A~ - V™p,, = p" fir me N und p e I, liefert die Anwendung des
Operators V™! auf F fiir i € Z die Beziehung

—(n=1) . Yn+l
U
h—(nt1) nt1

k=0
X f‘;"*"*"*“”" ((’ —n k- 21') “h— f)n i FO(r) dt

h7(7l+1) (£--1/2)-1
(n +2)! {

_ F(ﬂ { 1)((17,) -+

= f)(a;) — D'(t) - f () dt, (5.14)

(i—n—1/2)-h

wobei @ die bzgl. j = n im Beweis von Satz 6 definierte Funktion ist. Damit
gilt fir xe /

L) — f00) |

X

Z hnil L gelp By ( —1 &) — f(x) '

i€ /

X —

57 By (S ) = e |

e
e

ftnin) fuul/mw
(

oty | DY) | dr - By (= “) S feE L,
: 1€Z

Fn1/)n - (5.15)

Zu x € [ existiert, genau ein m € Z mit x € [x,, — #/2, «,, + A/2), woraus fiir
x € (o, — h/2, a, -+ h/2) die Abschétzung
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Y f () - B, (i“ "‘f;’ — fi(x)

ieZ ) h
e | £, — FONXY L OOy, — x| gg eV,
(5.16)
uad fir x = o, — (h/2) die Ungleichung
T ) By () — o |
ez :
l 1
= |5 ) = £+ 3 F o) = £ |
1
gi_.”f(n%d)”w,]. (lo‘m;l“' am+g‘+ lo‘mm am+gl)
— g S feL (5.17)

folgen. Im Beweis von Satz 6 wurde gezeigt, daB @ gerade bzgl. ¢ = «,,
D —~n~—1-h) =0 sowie @(t) >0 fir te((i —n—3% h, o] ist.
Mithin gilt @'(¢) >0 fir tef(i —n — }) - h, ;] und D' ist ungerade bzgl.
t = a;, allerdings nicht stetig in «; . Wir kénnen nun das obige Integral
berechnen:

{i+1/2)°h
| | @) | df
(¢—n~—-1/2}-h

—2-( D'(t) dr

(i—n-—1/2)-2

Ln+1) /2]

2wy (")

k=0

e

FaS

’-(iwn/'z)-h ([ B (f otk — %) ) h)n+1 &t

(i—n+k-1/2)-h

=72 L(n:z::m (— 1) - (” “;{“ ]) . (_'lj%l_ _ k)”2 <hmE (5.18)

Unter Verwendung obiger Abschitzungen erhalten wir durch Zusammen-
fassen aller Terme die Behauptung. |
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